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I. Espace polygonal simple

• On se donne un polygone, un 

point de départ et un point 

d’arrivée

• Ces deux points sont 

intérieurs au polygone
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Triangulation du polygone

• Tout polygone admet une triangulation

• On détermine ainsi une triangulation par un algorithme 

récursif sur l’ensemble des sommets du polygone.
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𝒫 = (𝑃1, 𝑃2, 𝑃3, 𝑃4, ⋯ , 𝑃𝑗 , ⋯ , 𝑃𝑛)

𝒫1 = (𝑃3, 𝑃4, ⋯ , 𝑃𝑗) 𝒫2 = (𝑃3, 𝑃𝑗 , ⋯ , 𝑃2)

On se donne ainsi un polygone 𝑃 tel que :

Annexe 1
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Fonction Trianguler_rec (Polygone, liste_triangles)

i≔ indice du sommet situé le plus à gauche

T≔ triangle formé par (𝑃𝑖−1, 𝑃𝑖 , 𝑃𝑖+1)

j≔ indice du sommet dans T le plus loin de 𝑃𝑖−1𝑃𝑖+1

Si j n’existe pas :

Rajouter T à liste_triangles

Sinon :

Créer 𝒫1 et 𝒫2

Si taille (𝒫1) = 3 : 

Ajouter 𝒫1à liste_triangles

Sinon :

Trianguler_rec (𝒫1, liste_triangles)

Si taille (𝒫2) = 3 : 

Ajouter 𝒫2 à liste_triangles

Sinon :

Trianguler_rec (𝒫2, liste_triangles)

Retourner liste_triangles
Fin



Triangulation du polygone
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Triangulation de Delaunay…
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Annexe 2



D’autres exemples
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Parcours en largeur

La fonction Triangulation nous donne une liste de triangles.

On effectue alors un parcours en largeur sur les triangles voisins.
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Petit problème…

10Résultat non corrigé



Comment résoudre ce problème ?

Il est nécessaire pour cela de trouver une condition de croisement entre 

une section 𝑋𝑌 du chemin, et la frontière du polygone 𝒫.
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𝑋𝑌 𝑐𝑜𝑢𝑝𝑒 𝑙𝑎 𝑓𝑟𝑜𝑛𝑡𝑖è𝑟𝑒 𝑃1𝑃2 ֞
(∗)

𝑠𝑖𝑔𝑛 𝑃1𝑋 ∧ 𝑃1𝑃2 = 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑃1𝑋 ∧ 𝑃1𝑌)

𝑠𝑖𝑔𝑛 𝑃1𝑌 ∧ 𝑃1𝑃2 = 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑃1𝑌 ∧ 𝑃1𝑋)

𝑠𝑖𝑔𝑛 𝑋𝑌 ∧ 𝑋𝑃2 ≠ 𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑋𝑌 ∧ 𝑋𝑃2)
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Résultat corrigé



Algorithme de Dijkstra

• On s’intéresse maintenant aux sommets du polygone

• On utilise une matrice d’adjacence 𝐺 pour représenter ce graphe.

∀ 𝑖, 𝑗 ∈ 0 , 𝑛 , 𝐺𝑖𝑗 = ቊ
𝑆𝑖𝑆𝑗 si ∗ n′est pas vérifiée

−1 sinon
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On applique alors Dijkstra sur 

le graphe pondéré ainsi créé à 

l’aide d’une file de priorité.



Parcours en largeur glouton

• GBFS  =  Parcours en largeur  +  connaissance de la position d’arrivée

• « Glouton » car l'emplacement le plus proche de l'objectif sera exploré 

en premier

14

(GBFS)



A*

• L'algorithme de Dijkstra calcule la distance à 

partir du point de départ. GBFS estime la 

distance par rapport à l’arrivée.

• A* utilise la somme de ces deux distances.

15Source : Redblobgames



Fonctionnement de A*
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Optimalité de A* ?

• A* utilise une fonction heuristique 𝑓 = 𝑔 + ℎ dans la file de priorité.

• Pour retourner une solution optimale, l’algorithme A* doit utiliser 

une fonction heuristique admissible :

• Dans notre cas, on prendra ℎ comme la « distance à vol d’oiseau ».
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La fonction ℎ ne doit jamais surestimer 

la distance du but.

∀ 𝑖 ∈ 1 , 𝑛 , ℎ 𝑖 = 𝑆𝑖𝐴

avec 𝐴 l’arrivée souhaitée et 𝑆𝑖 le sommet 

actuellement visité.



Résultats numériques
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Temps de calculs
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Algorithme Triangulation GBFS Dijkstra A*

Complexité 
(pire des cas)

𝒪(𝑛2) 𝒪(𝑛² log(𝑛)) 𝒪(𝑛2 log 𝑛 ) 𝒪(𝑛2log(𝑛))

Temps calcul moyen 
(en secondes)

0.007 0.042 0.046 0.045

Optimalité du 
chemin

Non Non Oui Oui

Preuve des complexités en annexe Annexe 3



II. Quadrillage de l’espace
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Importation d’image avec le module 

matplotlib.image



Parcours en largeur
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Coût du chemin : 11.41
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Coût du chemin : 21 Coût du chemin : 49

Parcours en largeur glouton



Dijkstra et A*
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Coût des deux chemins : 16,9



Divers exemples plus complexes
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❖ Petite chasse au trésor

❖ Ville de Paris

❖ Un Polygone complexe Annexe 4
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Table des coûts :

Herbe : 1

Sable : 2

Eau : 5

Pièges  

Mur      : 𝐶𝑚𝑎𝑥

: 10
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Résultats numériques

28

Algorithme
Parcours en 

largeur
GBFS Dijkstra A*

Complexité 
(pire des cas)

𝒪(𝑛2) 𝒪(𝑛² log(𝑛)) 𝒪(𝑛2 log 𝑛 ) 𝒪(𝑛2log(𝑛))

Temps calcul moyen 
(en secondes)

2.88 1.23 9.51 8.14

Coût du chemin 670.66 983.34 356.31 356.31

Optimalité du 
chemin

Non Non Oui Oui

Preuve des complexités en annexe Annexe 3
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Résultats numériques
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Algorithme
Parcours en 

largeur
Greedy best 
first Search

Dijkstra A*

Complexité 
(pire des cas)

𝒪(𝑛2) 𝒪(𝑛² log(𝑛)) 𝒪(𝑛2 log 𝑛 ) 𝒪(𝑛2log(𝑛))

Temps calcul moyen 
(en secondes)

32.8 0.62 118.4 37.9

Coût du chemin 1025.5 931.9 557.2 557.2

Optimalité du 
chemin

Non Non Oui Oui

Preuve des complexités en annexe Annexe 3



D’autres idées intéressantes…
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▪ Calculs de visibilité dans 

un environnement 

polygonal 2D

Source : Thèse de Stéphane Rivière

Source : Wikipédia

▪ Différents variant de A*. 

Exemple notable : WA*

Annexe 5
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Annexe 1

Théorème : Tout polygone admet une triangulation
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Preuve : 

Soit 𝒫 un polygone à 𝑛 (≥ 3) sommets. On résonne par récurrence forte sur 𝑛.

▪ Initialisation : 𝑛 = 3. La propriété est triviale : tout polygone à 3 sommets est un 

triangle. L’initialisation est établie. 

▪ Hérédité : Supposons la propriété vraie pour tout rang 𝑘 avec 𝑘 ∈ 3 , 𝑛 − 1 . 

Montrons qu’elle reste vraie au rang 𝑛.

On doit prouver l'existence d'une diagonale dans 𝒫. Soit 𝑣 le sommet le plus à gauche de 

𝒫 (et le plus bas en cas de non unicité).
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Soit 𝑢 et 𝑤 les deux sommets voisins de 𝑣 sur la frontière de 𝒫.

• Si le segment 𝑢𝑤 est à l'intérieur de 𝒫, on a trouvé une diagonale.

• Sinon il existe un ou plusieurs sommets dans le triangle 𝑢, 𝑣,𝑤 ou sur la diagonale 

𝑢𝑤 . Soit 𝑣′ le sommet le plus éloigné de [𝑢𝑤], le segment [𝑣𝑣′] n'intersecte pas le 

contour de 𝒫 (car sinon, ce segment aurait un sommet plus éloigné de [𝑢𝑤], ce qui est 

contradictoire).

Puisqu’une diagonale existe, elle partage le polygone 𝒫 en deux sous-polygones 𝒫1 et 𝒫2, 

comportant respectivement 𝑚1 et 𝑚2 sommets, tous deux inférieurs à 𝑛. Donc, par 

hypothèse de récurrence, 𝒫1 et 𝒫2 peuvent être triangulés.

Donc 𝒫 admet une triangulation.

L’hérédité est établie.



Annexe 2

Triangulation de Delaunay
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Définition : 

La triangulation de Delaunay d'un ensemble 𝒫 de points du plan est une 

triangulation 𝐷𝑇(𝒫) telle qu'aucun point de 𝒫 n'est à l'intérieur du cercle 

circonscrit d'un des triangles de 𝐷𝑇(𝒫). 

Les triangulations de Delaunay maximisent le plus petit angle de l'ensemble 

des angles des triangles, évitant ainsi les triangles « allongés ».

En effet, comme il n'y a qu'un nombre fini de différentes triangulations d'un 

ensemble de points 𝒫 donné, cela implique qu’il y a une triangulation 

optimale, celle qui maximise l'angle minimum. 
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Soit 𝒫 un ensemble de points du plan. Une triangulation 𝑇

de 𝒫 est légal si et seulement si 𝑇 est une triangulation de 

Delaunay de 𝒫.

Théorème :

Une triangulation 𝑇 est dite « légal » lorsqu’elle 

ne contient aucune arête illégale

Preuve : Computational Geometry : Algorithms and 
Applications (Chapitre 9)

Implémentation :

• ITERATIVE : Ajouter les sommets un par un en recalculant la 

triangulation des parties du graphe affectées par cet ajout. Et cela à 

l’aide d’une fonction de basculement.                                          

Complexité : 𝒪 𝑛2 , et 𝒪(𝑛 ln(𝑛)) en moyenne

• RECURSIVE : Méthode de diviser pour régner → algorithme de Guibas 

et Stolfi.                                                                                          

Complexité : 𝒪(𝑛 ln(𝑛))
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Triangulation précédente Triangulation de Delaunay
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42Source : github.com/jmespadero/pyDelaunay2D



Annexe 3

Preuve des complexités
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Algorithme de triangulation :

Notons 𝑇 le coût de la complexité temporelle dans le pire des cas.

L’algorithme de triangulation est une fonction récursive. Elle découpe le

polygone en deux polygones distincts sur lesquels elle s’applique alors

récursivement.

La relation de récurrence sur le coût 𝑇 est alors :

𝑇 𝑛 = 𝑇 𝑛1 + 𝑇 𝑛 − 𝑛1 + 2 + 𝑓(𝑛)

Où :

• 𝑛 est le nombre de sommets du polygone.

• 𝑛1 est le nombre de sommets du premier sous-polygone.

• 𝑛 − 𝑛1 + 2 correspond au nombre de sommets du deuxième sous-polygone.

• 𝑓(𝑛) est une fonction de coût intervenant à chaque appel de la fonction.
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Les fonctions ind_voisin et triangle sont des fonctions de coût constants, et

les fonctions sommet_gauche, sommet_distance_max et nouveau_polygone
sont des fonctions en 𝒪(𝑛) avec 𝑛 le nombre de sommets du polygone.

Donc :

𝑓 𝑛 = 4 × 𝒪 𝑛 + 𝒪 1

Donc :

𝑓 𝑛 − 𝑛1 + 2 = 𝒪 𝑛 − 𝑛1 + 2 = 𝒪(𝑛 − 𝑛1)

Et finalement :

𝑓 𝑛1 + 𝑓 𝑛 − 𝑛1 + 2 = 𝒪(𝑛)

L’algorithme parcourt l’ensemble des sommets du polygones, en ajoutant au

total, à chaque itération, 2 sommets. Le cas d’arrêt étant 𝑛 = 3. Ainsi :

𝑇 𝑛 ≤ ෍

𝑘=3

𝑛+2𝑛

𝑓 𝑛 = ෍

𝑘=3

3𝑛

𝒪 𝑛 = 3𝑛 − 2 × 𝒪 𝑛 = 𝒪(𝑛2)

Par conséquent:

𝑇 𝑛 = 𝒪(𝑛2)

⇒ 𝑓 𝑛 = 𝒪(𝑛)
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Parcours en largeur :

Notons 𝐶 le coût de la complexité temporelle dans le pire des cas.

L’algorithme de parcours en largeur applique la fonction traite à chaque

élément de la file, tant que celle-ci n’est pas vide. On a donc au maximum une

application par sommet. Celle-ci effectue un appel à traite_fils, qui est en

𝒪(𝑝) avec 𝑝 la longueur de la liste d’adjacence du sommet traité. Le coût total

de la boucle while est donc dominé par la somme totale des longueurs des

listes d’adjacences.

L’extraction du sommet dans la file est en 𝒪(1).

Donc :

𝐶 = 𝒪 𝑛 +𝑚 avec 𝑛 le nombre de sommets et 𝑚 le nombre d’arêtes.

Finalement, comme 𝑚 ≤ 𝑛², on conclut :

𝐶 = 𝒪 𝑛 + 𝑛2 ⇒ 𝐶 = 𝒪(𝑛2)
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GBFS, Dijkstra et A* :

Notons 𝐶 le coût de la complexité temporelle dans le pire des cas.

Dans ces 3 algorithmes, les sommets du graphes sont parcourus selon l’ordre

dicté par une file de priorité. La structure de ces 3 algorithmes est la même.

Ce qui les différencie est alors le choix de la file de priorité.

Par recherche dichotomique, l’insertion d’un élément dans la file de priorité

se fait en 𝒪 log 𝑛 . Par contre, l’extraction se fait en 𝒪(1).

À l’image de la preuve de la complexité de l’algorithme du parcours en

largeur, le coût total de la boucle while est donc dominé par la somme totale

des longueurs des listes d’adjacences, multiplié par le coût de l’insertion du

sommet dans la file de priorité.

Donc :

𝐶 = 𝒪( 𝑛 + 𝑚 log 𝑛 )

Or, 𝑚 ≤ 𝑛2. On conclut :

𝐶 = 𝒪(𝑛2 log 𝑛 )



Annexe 4

47Source : github.com/aewallin/randompolygon
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Annexe 5

Algorithme WA*
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A* utilise une fonction heuristique 𝑓 = 𝑔 + ℎ dans la file de priorité. 

L’algorithme WA* est simplement un algorithme A* tel que :

𝑓 = 𝑔 + 𝑤 × ℎ

• Si 𝑤 = 0, on a : 𝑓 = 𝑔. Donc WA* est exactement Dijkstra.

• Si 𝑤 = 1, on a : 𝑓 = 𝑔 + ℎ. Donc WA* est exactement A*.

• Si 𝑤 ≫ 1, on a : 𝑓 ≈ 𝑤 × ℎ. Donc WA* se rapproche de l’algorithme de 

parcours en largeur glouton (GBFS).

avec 𝑤 ∈ ℝ+



50

WA* pour 𝑤 = 0
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WA* pour 𝑤 = 1
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WA* pour 𝑤 ≫ 1

Coût : 35 Coût : 37 Coût : 43

Coût : 43



Pour Paris…
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Petit comparatif
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Pondération 
𝑤

𝑤 = 0 𝑤 = 1 𝑤 = 2 𝑤 = 5 𝑤 = 10 𝑤 = 50

Temps calcul 
moyen (en 
secondes)

115.8 64.6 27.7 2.1 0.74 0.64

Coût du 
chemin

739.88 739.88 756.23 922.16 1053.44 1325.18

Optimalité du 
chemin

Oui Oui Non Non Non Non



Annexe 6

Codes Python
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Codes sur un espace polygonal
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Il y a malheureusement des problèmes qui peuvent survenir si la fonction reste 

telle quelle…
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Codes sur un espace quadrillé
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