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Lequel des ensembles suivants est convexe ?

1. Un rectangle, c’est-a-dire un ensemble de la forme :
{reR"|a; <x; < B, i=1,...,n}.
2. L’ensemble hyperbolique :

{z € R | 2129 > 1}.

3. L’ensemble des points plus proches d’un point donné que d’un ensemble donné,
c’est-a-dire :
{z | lz = zoll2 < [lz — yl|2 pour tout y € S},

ol S C R".
4. L’ensemble des points plus proches d'un ensemble que d’un autre, c’est-a-dire :
{z | dist(z, S) < dist(z,T)},
ou S, T CR", et dist(z,S) = inf{||z — z||2 | z € S}.

5. L’ensemble
{ZL’|CL’+SQ QSl},

ou 51,5y C R™ avec S; convexe.

Démonstration.

1. Oui, ’ensemble est convexe. Prouvons le.

Soit A={x eR"|o; <ax; <f;,i=1,...,n}. On se donne xz,y € A et A € [0,1], et on
pose z = Az + (1 — A)y. On a alors :

< < B
Vi € [1,n], {a’_xl_ﬁ“
a; <y < B
< . < \B.
vi e [Lnl, Aa; < Ay < AG,
(1=Na; < (1= XNy < (1= N)ps

We[[l,n]], ozl-SZSﬁi
z€A

I
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On a donc prouvé que A est bien convexe.

2. Oui, ’ensemble est convexe. Prouvons le.

Soit B = {z € R% | xyz2 > 1}. On se donne © = (z1,22) € B,y = (y1,42) € B et
A € [0,1], et on pose z = Az + (1 — A)y. On a alors :

Z1R9 = ()\l'l + (1 — )\)yl) ()\33'2 -+ (1 — )\)3/2)
= Nz + A1 — Ny + M1 — Nzayr + (1 — N2y

> Nz120 + (1 — A 9100 (car z,y € R% et A € [0,1])
> A4 (1—N)? (x,y € B donc x1x9 > 1 et 3175 > 1)
>N 41 -2\ 4\

> 14201 - ))

>1 (car A(1 —\) >0)

Ainsi, on en déduit que z € B. Et donc, B est convexe.

3. Oui, ’ensemble est convexe. Prouvons le.

Premiérement, on définie les demi-plans par :

Vp,g €R", H(p,q) ={z € R" |||z —pl2 < ||z — qll2}

Vp,q € R, H(p, q) est convexe. En effet, on peut remarquer que :

|z —pll3 < |z — qll3

(z—p)(@—p) < (z—q"(xz—q)

wTe —2pT +pTp <2’z —2¢"x 4+ ¢"q
20 —p) e <q"q—p'p

[z = plla < flz = qll2

—
—
—
—

On a donc, en posant a = 2(q —p)T et b= qTq —p'p : H(p,q) = {x € R"|ax < b}. Cet
ensemble est forcément convexe parce qu’il est défini par une inégalité linéaire.

Ainsi, en posant C' = {z € R" | ||z — x¢|]2 < || — yl||2 pour tout y € S}, on peut écrire :

¢= ﬂH(ony)

yes

C s’écrit comme une intersection d’ensembles convexes, il est donc convexe.

4. Non, ’ensemble n’est pas forcément convexe. Prouvons le.

On peut en effet prendre le contre exemple suivant.

On se place dans R?, et on pose : S = {z € R?|||z]s = 1} et T = {0}.

On a alors : D £ {z € R? | dist(z, 5) < dist(2,T)} = {z € R?|||z|. > 3}.

L’ensemble D est clairement non-convexe. En effet, il suffit de prendre \ = % avec

r = (—1,0) et y = (1,0) pour s’en convaincre. On remarque que x,y € D (car € S) et
alors : A\x + (1 —\)y=0.Et 0 ¢ D.
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5. Oui, ’ensemble est convexe. Prouvons le.

On a:
E&{z|es+85C5} = N{zlz+yeSit=)(Si—y)

yESs yES2

Comme S est convexe par hypothése, les ensembles (S; — y) avec y € Sy sont donc
convexes. Vu comme une intersection d’ensembles convexes, on en conclut que E est
convexe.
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des deux.

T1,T2) = X129 sur R2 .

T1,To) = sur R?H.

122

L f(
2. f(
3. fx1,m9) = & sur RY .
4. f( )"

T, X9) = 23T,

Pour chacune des fonctions suivantes, déterminez si elle est convexe, concave ou aucun

R 2
,oul0<a<l1,sur RE,.

Démonstration.

1. La Hessienne de f est :

w21 = (

01
10

)

Ces valeurs propres sont 1 et —1. Par conséquent, elle n’est ni semi-définie positive, ni

semi-définie négative.

Ainsi, f n’est ni convexe ni concave.

. La Hessienne de f est :

Vif(z) =

Le calcul des mineurs principaux donne

2
2

x
f

122

1

T1T2

A = 4 e > 0. La matrice est

donc semi-définie positive. Donc f est convexe.

La Hessienne de f est :

V2f(x

Le calcul des mineurs principaux donne

) =

-1
P)
T3

A =0et Ay = ;—41 Par conséquent, elle n’est ni
2

semi-définie positive, ni semi-définie négative.

Ainsi, f n’est ni convexe ni concave.

4. La Hessienne de f est :

, _fala =12ty a(l —a)z§ ey
Vof(x) = (a(l —a)zf” le (1 - a)(-a)afay” 1)

—a(l —a)x

Or, pour tout z € R2 ., une matrice

positive. Donc :

1
Z1

T2

a(l — a)adad

4 (o

1
122
=1
T

—Q

|

)

x

1
s

2

1”( )

de la forme A =

T
) o

!l est toujours semi-définie

1

Zy
1

2

4
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Et donc, comme [a(1 — a)zfzy~® > 0] (puisque a € [0,1]), on a :

Vif(z) 20

Ainsi, f est concave.
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Montrer que les fonctions suivantes sont convexes :
1. f(X)=Tr(X ') sur dom f = S%,

2. f(X,y) =y" X'y sur dom f = ST, x R".
Indice : exprimez-la comme un supremum.

3. f(X)=>",0i(X) sur dom f = S", ou 01(X),...,0,(X) sont les valeurs singu-
lieres d'une matrice X € R™*".
Indice : exprimez-la comme un supremum.

Démonstration.

1. Pour prouver que la fonction f est convexe, j’ai utilisé la propriété de la page 7/67 du
cours 2 (" Restriction of a convex function to a line").

On définit donc g : R — R telle que : Vt € R, g(t) = f(X +tV)ou X € S, et V € S™.

On sait que X € S, donc elle admet une racine carré Y € S, telle que X =Y.

=Te[(Y2+ V) (car X =Y?)
=Tr [(Y(L, +tY'VY YY) ]
=Tr [Y (L, +tY'VY 17! (par propriété de la trace)
=Tr (X 'L, +tY'VY )]

Si A et B sont symétriques, alors ABA est symétrique. Ici, Y1 et V sont symétriques,
donc le produit Y 'VY ! est symétrique. On peut alors I'orthodiagonaliser :

YWYyt =QDQT avec D = diag(A1, ..., \n)

On a donc :

(XML, +ty'vYy H)

(XM, +tQDQ") ]

[(X'Q, +tD )R]

[QTX - n+tD) 1} (par propriété de la trace)

g(t)

I

(QTXMQ)u(1 +tA) !

Il
W'Mz
)

Les fonctions ¢ — (1 + t)\;)~! sont convexes. Comme la fonction g s’écrit comme une
somme pondérée de ces fonctions 1a, on en déduit que la fonction ¢ est convexe en t.

Alinsi, par propriété, f est convexe.



